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Le but de ce texte est de donner explicitement les valeurs des restrictions aux points 
fixes d'une base de la cohomologie equivariante des varietes de Bott-Samelson. Ce calcul 
nous permet de retrouver la structure de la cohomologie ordinaire de ces varietes. II permet 
egalement de retrouver les formules de S. Billey pour la restriction aux points fixes 
d'une base de la cohomologie equivariante des varietes de Schubert. 

Je remercie Michele Vergne de m'avoir conseille de regarder ce probleme et Alberto 
Arabia de m'avoir fait comprendre la structure de ces varietes et de leurs cohomologies. 

1 Cohomologie des varietes de Bott-Samelson 

Solent G un groupe de Lie semi-simple complexe et connexe, g son algebre de Lie, f) 
une sous-algebre de Cartan de q, b une sous- algebre de Borel de q contenant f), et if 
et B les sous-groupes de G correspondant. Solent T C -ftT les formes reelles de if et G 
respectivement. On pose X = G/B = K/T. On notera e I'element neutre de K. Soit W le 
groupe de Weyl correspondant a (g, t)), engendre par les refiexions simples {ri\i<i<r- On 
note {Q;i}i<i<r G f)* les racines simples correspondantes. On notera A_|_ C \)* les racines 
positives et A_ les racines negatives. On pose S = S{i)*). On notera v < w I'ordre de 
Bruhat dans W. 

Soit N un entier strictement positif. Considerons une suite de racines simples /ii, 
... , /iAT non necessairement distinctes. Pour 1 < i < A^, on note Gi le sous-groupe ferme 
connexe de G d'algebre de Lie g^. © t) © Q^^- et on pose Ki = Gif]K . On definit : 

r(/ii, = Ki Xt K2XT ... Xt Kn/T, 

comme I'espace des orbites de Ki x K2 x ... x Kn sous Paction de T x T x ... x T definie 
par : 

(ti,t2, ...,tj^){ki, k2, k]\r) = {kiti,t^^k2t2, ...,tj^\-^^kj^tj\f). 

On notera [ki, k2, k^] la classe de (/ci, ^2, ^Af) dans r(/ii, /iat). On notera fc^. 
un representant quelconque de la reflexion de Nx^^iT) jT . Dans la suite, on notera 
r(/xi, ...,^n) par T- On munit F de sa structure complexe canonique definie dans [^. 

On definit une action de T sur F par : 

/iAf] = [t/ii, /Xtv]- 

On pose S = {0, 1}^. Pour e & S, on note C T I'ensemble des classes [ki, k2, k^] 
qui verifient pour tout entier i compris entre 1 et A^ : 

ki E T si ei = 0, 
ki ^ T si ei = 1. 
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On verifie immediatement que cette definition est bien compatible avec I'action de . 
On munit £ d'une structure de groupe en identifiant {0, 1} avec Z/2Z. Pour e G on 
note vr+(e) I'ensemble des entiers i tels que = 1 et '/r_(e) I'ensemble des entiers i tels que 
ej = 0. On pose /(e) = card(7r+(e)). On note (i) G £ I'element de £ defini par = Sij. 

Pour e e £, on pose Vi{e) = Y\_ ^f^k^ ^i^) = '^*(^) = Pour i < j, 

fc<i,fcg7r+(e) 

on definit egalement vj^e) = Y\ ^iJ.k- convention, on pose fo(e) = e et done 

i<A;<jr,fcG7r-|-(e) 

ai(e) = Hi. De plus, si j < i, on pose t>^ (e) = e. On definit un ordre sur £ par : 

e < e' <=> 7r+(e) C 7r+(e'). 

On demontre alors facilement la proposition suivante : 

Proposition 1 (i) Pour tout e de £, est un espace affine de dimension reelle 2l{e). 
(a) Pour tout e de £ , = U^/<^ Y^' 
(m) r = U.e^ 

(iv) Pour tout e de £, Y^ est stable par I'action de T . 

De plus, nous allons avoir besoin du lemme suivant : 

Lemme 1 (i) L' ensemble des points fixes de V sous V action de T est constitue des 
2^ points : 

[fci, ^2, fciv], ou ki G {e, fc^J. 

On identifiera done avec £ en identifiant e avec et k^. avec 1 . 
(a) Soit (e, e') G £'^ , alors : 

e G <=> e < e', 

et dans ce cas : 

P/(e,T^) = (-lp n «^(^)' 

iG7r+(e') 

oil Pf{€, Y^i) designe le determinant de I'action de T sur I'espace tangent a Y^i en e oriente 
par sa structure complexe deduite de celle de P. 

La decomposition P = Y^ munit done P d'une structure de CPF-complexe T 

equivariant oii toutes les cellules sont de dimension paire ; de plus I'ensemble des points 
fixes de Taction de T sur P est discret. La proposition suivante est alors prouvee dans : 

Proposition 2 (i) La cohomologie T-equivariante de s'identifie a I'algebre des fonc- 
tions de £ dans S, qu'on notera F{£; S). 

(a) La restriction aux points fixes i"^ : H^(r) F{£', S) est injective. 

(Hi) La cohomologie T-equivariante de P est un S -module libre qui admet comme base 
la famille {cr^}^(z£ caracterisee par : 
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Definition 1 Pour e e £, on definit G F{£; S) par : 

(Te(e') = Y\ si e < e' 

ie7r+{e) 

(7g(e') = sinon 
On a alors la proposition suivante : 
Theoreme 1 Pour tout e e S, on a : 

Demonstration : 

En utilisant la formule de localisation et le lemme 1, on obtient pout tout a e H^{T) : 

Soit eo e ^, et soit a'^^^ = i^(o'e„). Montrons par recurrence sur la longueur de e que 
pour tout e ^ S, o"^„(e) = o"c()(c)- Grace a la formule (*) et a la caracterisation de (T^q, on 
demontre facilement par recurrence sur /(e) que si e n'est pas plus grand que eg, on a bien 
(Tgg(e) = 0. On peut done se limiter au cas oii eo < e. Si e = eo, la formule (*) et le fait 
que J—a^Q — 1 nous donne bien cr'^^ieo) — ^^^(eo). Soit e > eo- On suppose le resultat 

verifie pour tout e' de longueur strictement plus petite que e, on applique la formule (*) 
et le fait que jy^^eo — pour obtenir : 



d'ou 



6o<e'<6 nie^+(6)\7r+(6o) nie7r+(6) 

Si on pose e = e — (j), oil j est le plus grand element de 7r+(e) \ 7r+(eo), on a alors : 

eo<€'<e nie7r+(e)\7r+(eo) "»(^') nie7r+(e)\7r+(eo) "»(^) nie7r+(e) "i(^) 

En effet, comme j est le plus grand clement de 7r+(e) \ 7r+(eo), pour tout i e 7r+(e) \ 
7r+(eo), Q;i(e) = ai{e) et de plus, /(e) = /(e) — 1. Pour les memes raisons, on s'apergoit, 
en distinguant les termes qui ont un 1 en jeme position et ceux qui ont un en jeme 
position, que la premiere somme est nuUe et on obtient alors bien f7g^(e) = nj67r+(eo) ^ii^)- 

On pose (Tj = (T(j) et = (T(j). On a alors : 
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Proposition 3 Pour tout e & S, on a : 




De plus, on a la formule de multiplication suivante : 



SI I E Tiie 



OiO^ = (ri{e)a, + ^ — 



a^Oj SI I E 7r_|_(e 



j<«,jG7r_{e) 



ou on a pose a*(e) = v. 



/-I 



Demonstration : 

Par injectivite de la restriction aux points fixes, il suffit de demontrer ces formules 
pour o"i et cTe- 

La premiere formule se voit immediatement sur la definition des a^- 
Pour la deuxieme formule, pour des raisons de degre et d'ordre sur £, on salt que le 
produit (Tj(T£ s'ecrit sous la forme : 



Or comme — — — est un nombre, Cj = ([lk<j ^^k) — ~ — ) ~ — ~ — 



on a bien la formule enoncee. 

En particulier, si pour j < i, on pose aj^i = n{^j,^i), on n{a,P) designe le nombre de 
Cartan associe aux racines a et /?, on a : 

Proposition 4 



Grace a la decomposition cellulaire F = Yiees ^<^^ hase de la cohomo logic ordinaire 
de r est aussi indexee par S. On la notera {xe)ees et on notera = Soit vq revaluation 
a I'origine H^{r) H*{r). Le resultat suivant est immediat : 

Lemme 2 L 'evaluation a I'origine est I'homomorphisme d'anneaux defini par : 



Proposition 5 La cohomologie ordinaire de T est engendre par des elements {xi)i<i<N 
de degre 2 soumis aux relations : 





k<j 
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2 Applications aux varietes de Schubert 

Pour w G on definit Xyj = (j){BwB/ B) ou (p est risomorphisme canonique entre 
G/ B et K/T. La decomposition X = U^^zw -^w munit X d'une structure de CW complexe 
T equivariant oii toutes les cellules sont de dimension paire et on a done la proposition 
suivante : 

Proposition 6 (i) La cohomologie T-equivariante de X'^ s'identifie d I'algebre des fonc- 
tions de W dans S , qu'on notera F{W; S). 

(a) La restriction aux points fixes i^ : H^{X) F{W; S) est injective. 

(Hi) La cohomologie T-equivariante de X est un S -module litre qui admet comme base 
la famille {i^}wew caracterisee par : 

On pose ^"^ = ixii^)- Soit {w,v) G W^. Soit v = rt-^ . . .ri^ une decomposition reduite 
de V. Pour 1 < j < /, on definit un element 13 j de S par [3j = . . . ri^_^ai.. La formule 
suivante est prouvee par Sarah Billey dans : 

Proposition 7 Soit {w,v) G W"^, tels que l{w) = m et l{v) = I. On a : 

oil la somme porte sur V ensemble des entiers 1 < ji < ■ ■ ■ < jm ^ I tels que w = 
r,- . . . . r,- . . 

Retrouvons cette formule grace aux resultats precedents. Soit w & W et soit w = 
fiii-'-fpLk une decomposition reduite de w. On definit une application g^j^^,,,^^^. de r(/ii, fik) 
dans Xw par multiplication (i.e. g{[ki, kk]) = ki* ... * kk [T]). Le resultat suivant est 
prouve dans [|] : 

Proposition 8 L'application g^^^...^^^. est une desingularisation de Xw 

Soit Wq le plus grand element de W. Soit Wq = r^^...r^^ une decomposition reduite de 
Wq. On pose F = r(/ii, ...,^n) et (7 = g^^^...,^^. La proposition suivante va nous permettre 
de retrouver la proposition 7 : 

Proposition 9 Soit w G W , on a : 

e G £, - l{w) 
et v{e) — w 

Demonstration : 

Pour demontrer la proposition, il faut montrer : 

Pour des raisons de degre, cette formule est evidente quand Z(e) > l{w). 

Quand /(e) = l{w) et f(e) = w, comme g s'identifie a I'application 

gij.,,i£TT+{e), d'apres la proposition 8, on a bien jY^g*{^^) = jjc;;;^^ = 1- 
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Supposons desormais l{e) < l{w) et v{e) ^ w. Distinguons deux cas. 

Si e correspond a une decomposition reduite de v{e), par le meme raisonnement que 
precedemment, on a J^g*{C,^) = /xyy^™ ~ 0- 

Si e n'est pas une decomposition reduite de f (e), alors g envoie dans qui est 

de dimension strictement plus petite que et done Jy^g*{i^) = 0. 

De cette proposition, on deduit que pour tous w E W et e & S, on a : 

e' e S, 1(e) = l(w) 
et v{e') = w 

ce qui nous redonne bien la proposition 7, a I'aide du theoreme 1. 
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